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��� ２進数系

一般の計算機では整数が固定の語長をもつ２進数

で表現される。すなわち、以下のような �進数の

数列である。

 ����� ����� � � � � ��� ��!
上記の数列（�"���
�!は整数の値を表している。

� # �����
���$�����
���$� � �$���$�� #

����
���

���
�  �

数 ��の重みは �の �乗であり、２を  �	���!基数

と呼ぶ。
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算術ユニット上のオペランド（演算数）と結果は

固定された長さのレジスタに保存されるので、算

術ユニットの範囲内で表現できるのは有限な数で

ある。

すなわち、 %����� ����&は表現可能な数の範囲で

ある。
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%例 ���&

符号なしの �進数 'ビットで表現する整数

の例。

���� #  �(!�� #  ����!� 	��

���� #  )!�� #  ))))!�

 �*!�� #  �))))!� �� �  ))))!� #  )!��

%����� ����& # %)� �(&

	��
 � ���	
	� �*! ��  � ��� �*!
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また、加算の場合、

� #  ��!�� #  �)��!�� 
 #  +!�� #

 )���!�のとき、

� $ 
 #  �,!�� #  �))�)!�である。

'ビットのレジスタに収めなければならな

いとすると (ビット目を切捨てて、結果は

�� # �*となってしまう。すなわち、

 ))�)!� # � # �, ��� �*
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��� 数の機械表現

２進法は算術ユニットにおいて数値を表現する数

系の特例である。

一般の数系の特徴： 非冗長、重み付き、位置上の

数系。

非冗長：全ての数は唯一の表現しか持たない。
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重み付き：

� #
����

���
����  ���!

によって与えられた  ����� ����� � � � ��! の値を決

める重みの数列

����� ����� � � � � ��� ��

があるということである。従って、 ��は�� 番目

の場所で数を割り当てられた重みである。
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位置上の数系：重み ��は�� の �番目にしか依存し

ていない。

一般の数系では重み �� は固定した整数 � の � 乗

でありそれは基数である。

�� # ��
このような数系は固定基数数系とも呼ばれる。

��に重み�� を割り当てる時、 ) � �� � � � � を満

たさなければならない。
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�� � � である時、  � � � � ����� ��� � � �! と

 � � � � ���� $ �� �� � �� � � �! のような同じ数値に対

して、二つの機械表現において、

���
� #  �� � �!�� $ � � ����

といった結果を許してしまう。すなわち、 �� � �

にすれば、固定基数体系中に冗長性を得る。
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実数の表現：

実数の場合、数列を小数部と整数部との組み合わ

せにする。

�桁を �つの組みに分割する。 �数を整数部、�

数を小数部とすると、 � $� # �。

 �������� � � ������ �� �
整数部

� �
����� � � ����� �� �

小数部

!�
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� # �����
��� $ �����
��� $ � � �

$��� $ �� $ �
���

�� $ � � �$ �
���

��

#

����
����

���
�

小数点はレジスタに保存されないが、 �と�の間

の固定された場所にある。

普通、小数点の位置は数の最右端

 � # )である整数! か数の最左端

 � # )である小数! とされる。
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�
�.

長さ �の演算数が与えられた時、最下位ビットの

重み ��� は小数点の位置を指し示す。

最下位における数  �
�! という概念を導入する。

これは、最下位ビットの重みである。

	
� # ���  ��'!



コンピュータシステム工学特論 �第１章 ��

��- 基数変換

基数変換：ある数系の数� の表現を他の数系の

表現に変換すること。

変換の主な理由は、より少ない桁数で表現できる

１０進法に我々が慣れているのに対して、多くの

算術ユニット演算は２進法を用いていることがあ

げられる。
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整数の場合：

教科書の式  ��-!を次のように書き直せる。

�� # �%� � �  ������$����!��$� � �$��&��$�����

$��  ��(!
ここで、 ) � �� � ��。

�� が �� で割ると、余りとして ��が得られる。

同時に商は

�%� � �  ������ $ ����!�� $ � � �$ ��&�� $ ���

となる。
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さらに、 �� で割ると、 ��を余りとして得られ

る。

繰り返し商が０になるまで �� で割ることによ

り、すべてのあまりとして ��が求まる。
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小数の場合：

小数部分�	 の  �
����� � � ����!�� を見つけるた

めに、式  ��-!の小数部分を次のように書き直

す。

�	 # ���
�

��
�� $ ���
�

%�
�� $ ���
�

 �
�� $ � � �!&�

�	 � �� により、整数部分として �
��と次のよう

な小数部分が得られる。

���
�

%�
�� $ ���
�

 �
�� � � �!&
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手順：

繰り返し小数部分に �� を掛けることで、必要と

する数の整数を生成していく。

ある数系において有限小数は他の数系において無

限小数となる可能性がある。
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%例 ���&

� # '*�-+(��を �進数に変換する。

まず、�� # '*として �で繰り返し割って

いくことにより次の商と余りを得る。



コンピュータシステム工学特論 �第１章 ��

商 余り

�- ) # ��

�� � # ��

( � # ��

� � # ��

� ) # ��

) � # ��
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小数部分�	 # )�-+(を変換し、繰り返し

�を掛けていくことにより整数と小数を得

る。

整数部 小数部

) # �
�� )�+(

� # �
�� )�(

� # �
�� )�)

結果は '*�-+(�� # �)���)�)���。
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もし、与えられた �)進数の小数部分が

�	 # )�-であるとすると、上記のアルゴ

リズム では �)進の小数 )�-��が無限 �進

小数  )�)�))��))�� � � �!�であるので決して

止まることがない。
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��' 負数の表現

一般に、二つの異なる形が使われている。

�� 符号と絶対値による表現。符号 "絶対値

表現とも言う。

�� 補数表現（二種類!
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���������	
�����
���

符号と絶対値は分けられて表現される。最初の桁

は符号桁で残りの �� �桁は絶対値を表す。

�進の場合、符号ビットが )ならば正、 �ならば

負である。 �進の場合、符号桁が )と  � � �!の

時、それぞれ正と負である。

この場合、 �� 通りある数列のうち使用するのは

� � ���� 通り。
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数の表現範囲：

 �� �!桁は整数部と小数部にそれぞれ  � � �!と

�桁とする。

���� #  ���� � 	
�! � 但し 	
� # ���

対応する表現は ) � � �! � � �  � � �!となる。

正数の範囲： %)� ���� � 	
�&
負数の範囲： %� ���� � 	
�!��)&、

（ � � �! � � �! � � �  � � �! から  � � �!) � � � )ま

で。
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%例 ��-&

�進の場合、全て ��の数列を用いたとす

る。

正数表現： )) � � � )から )� � � � �（����の

数列）。

負数表現： �) � � � )から �� � � � �（����の

数列）。

� # �（� # )� 	
� # �� # �）のとき、正

の数の範囲は %)� ���� � �&で、負数の範囲

は %� ���� � �!��)&である。
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符号 "絶対値数表現の欠点：

演算数が符号に依存して演算を実行すること。

例えば、正数� と負数�
 を足す時、

� $  �
 !という計算を実行する。

もし、 
 � � ならば、� 
 ��!という解を得

る。従って、 
 �� という計算結果にマイナス

符号を付け加えるということである。この決定過

程における結果は非常に多くの論理制御と実行時

間を要する。
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��� ��
���
��� ����������������

補数表現は２種類ある。

 �! 基数補数  �の補数表現!

 ��! 減少基数補数  �の補数表現!

両方の補数方法において、正数は符号 "絶対値方

法と同様に表現される。



コンピュータシステム工学特論 �第１章 ��
補数の概念：

負数 �
 は 補数  �� 
 ! で表現される。 �は

定数。

� �
 ! # 
  ��+!
これは、  �� 
 ! の補数が ��  � � 
 ! だから

である。

補数表現の主な長所は、  � の値を無視して!加

減算の実行前に特別な操作は必要ないことであ

る。
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正数と負数の加算：

� $  � � 
 ! # ��  
 ��!


 � � の場合、負の結果の� 
 ��! は、補数

の ��  
 ��!で表現される。

� � 
 の時、� $  �� 
 ! # � $  � � 
 !か

ら �を放棄（無視）することにより  � � 
 !が

得られる。
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�の選択：

与えられた数値 
 の補数  �� 
 !の計算が高速

で行えるようなもの。

� の値を決定する前に、 /�� で表現される、一桁

の補数を次のように定義する。

/�� #  � � �!� ��  ��,!

� #  /����� /����� � � � � /���!は� の数列において

すべてのビットを補した後に得られる。
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� $� は、 �� $ /�� #  � � �!から得られる。こ

こで、各桁においての演算は独立。 �
� と�と�
の和は

� ���� ���� � � � �
��

$� /���� /���� � � � /�
��

 � � �!  � � �! � � �  � � �!

$�
� �

� ) ) � � � ) # ��
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� $� $ 	
� # ��  ��0!
上記の結果が長さ �  � # � $�! のレジスタに収

まる時、最上位の桁は切り捨てられ、最終的な答

えは ) となる。

一般に、多くの算術演算の結果を固定長のレジス

タ中に収めることは、 �� で割った後の余りを取る

ことに等しい。
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上式の項を並び代えると

�� �� # � $ 	
�

その結果として、もし �の値として �� を取った

とすると、以下が得られる。

��� # �� �� # � $ 	
�  ���)!

定義された� の補数  ���!の計算は極めて単

純で �の値に独立であり、その数表現は基数補数

表現と呼ぶ。
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� # �� の時：

前の演算の結果、� $  �� 
 !が正  � � 
 !で

ある時、 � # �� は � $  � � 
 !を計算した時に

切り捨てられるので、修正する必要はない。
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%例 ��'&

� # �、 �＝�＝４

（�＝０1	
� # �� # �!。

基数の補数（二進法の場合、２の補数とも

いう）： �� �� #  /�! $ �。

この例の場合、 ))))から )���の数列でそ

れぞれ正数の  )��!から  +��!を表す。

一番大きい正数の２の補数は

�))) $ � # �))�であり、  �+!��という値

を表す。
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)の �の補数は

���� $ � # �)))) # ) ��� �� である。

このように、各正数はそれぞれ１で始まる

負数に対応している。 �)))は対応してい

る正数が存在しなくて、負数の  �,!��を

表す。

従って、 � # � # '（整数）のとき、２の

補数表現において２進数の範囲は

�, � ) � +である。
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 � � の時� $  �
 !という簡単な演算

例として、 � $  �+!を計算してみる。

))�) �

$ �))� "+

22222222222"

�)�� "(

２の補数法で正しい結果は表された。しか

も、前判断や結果修正など必要は要らな

い。
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� � 
 の時、 )��� と ���)で表し、次の

結果が得られる。

)��� +

$ ���) "�

22222222222"

�)�)� (

後ろからの '桁とる、それが )�)�であ

る。
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� # �� � 	
�の時：

��� #  �� � 	
�!�� # /�
この補数の導出が基数補数の導出より簡単で、す

べての一桁数 /��の計算より /� 高速な演算が行わ

れる。

しかし、 � $  � � 
 !と得られてし かも

 � � 
 !が正数の時修正が必要である（後で解説

する。）
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%例 ��(&

� # �、 �＝�＝'。減少基数補数（２進数

の場合１の補数と呼ぶ）

  ��!� �!�� # /�。

数列 ))))から )���は正数の )から +まで

表す。

一番大きい正数の補数は �)))であり、

 �+!��を表している。

０の１の補数は ����である；すなわち、

０に対して二つの表現がある。
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� # � # 'の時、２進表現による１の補数

表現できる範囲は

 �+! � � � +である。

� # � # 'の時、三種類の正負数表現は次

の表に示される。
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表 �	� ２進数表現（前半）


��
���� ２の補数 １の補数 符号ー絶対値

���� � � �

���� � � �

���� � � �

���� � � �

���� � � �

���� � � �

���� � � �

���� � � �
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表 �	� ２進数表現（後半）


��
���� ２の補数 １の補数 符号ー絶対値

���� �� �� ��

���� �� �� ��

���� �� �� ��

���� �� �� ��

���� �� �� ��

���� �� �� ��

���� �� �� ��

���� �� �� ��
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非二進数表現の場合：

最上位桁において二つの値 )と  � � �!を有効数

字として決めてあるため、利用される数列のパー

セント率がかなり減少する。

��から取り出した � � ���� 或は �から取り出した

の �!使われる。

正数と負数の数が同じあるいはほぼ同じのよう

に、数列の総数 ��を二分割することによってす

べての可能な値で最上位桁を決めることができ

る。
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整数の負数の表現領域：

一般に与えられた数 3を、正数の場合�、負数

の場合 �� ���による補数表現で表す。

明らかに正数と負数の表現範囲は重複にならな

い。すまわち

��� � ���
必ず成立する。

もし値� # ��� $ �が表現領域にあることが許

されれば、負数�� は ��� # ���� �であ

り、正数 ���� �の表現と同じになってしまう。
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基数 �が偶数の場合、正数と負数の重複領域のな

いことが簡単に実現できる。不等式

��� � ��� # ��� � ���� 正数だけの表現で!、有効

数字の値 )� �� ���� ���� �には正数に当たる、そし

て、値 ���� ���� � � �が負数である。

しかし、基数が奇数の場合、 )から  ����� �!が

正数で、残りが負数である、正、負数を区別する

にはもっと難しくなる。
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%例 ��*&

�)進の基数補数法において、有効数字が

�)通りある。

最上位桁が )1�1�1-1'となる数列は正数を、

最上位桁が (1*1+1,10 となる数列は負数をそ

れぞれ表現する。

� # 'の時、一番大きな正数は '000であ

り、そして数列 ()))から 0000が負数の

"()))から "�を表現する。

数表現の範囲は�())) � � � '000。
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 # �-'(；� 
 # ��-'(の表現を見つけ

るために  いわゆる � # �)�の時基数補数

�� 
 !

�� 
 # /
 $ 	
�という表現を用いる。

桁の補は 0の補数で、 /
 # +*('。

従って /
 $ � # +*((である。この結果

は、 
 $ /
 を計算することにより、

�-'( $ +*(( # �)� # ) ��� �)�検証でき

る。
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��'�� �の補数表現

4#�の時、２の補数方式によるの数表現の範囲：

����� � � �  ���� � 	
�!

	
� # �� # �
この範囲は正数より負数の方が一個多いから、わ

ずか不対称である。
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２進数����� �) ��� )で表す!は同じ値を有する

正数を持ってない。

従って、この数に対して補数演算はすれば、桁溢

れは必ず起こる。

０の表現は唯一である。
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２の補数表現の値：

２の補数表現による数列  ����1����1���1��!、下の

手順で 3の値を求める。

���� # )のとき、� #
����

��� ���
�。

����#�1与えられた数列の補数を求めることによ

り絶対値を得る。
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%例 ��+&

�)��が与えられたとき、その補数を求める

と )�)) $ � # )�)�になる。

数列 )�)�の値が (であるから、本来の数

列の値が "(である。
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２の補数の値（一般式：

上記の手続きの代りに、次の式を利用することが

できる。

� # ����� � �
��� $
����

��� ���
�  ����!

�)��を式  ����!を適用すると、

�, $ � $ � # �(が得られる。
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 ����!の証明：

���� # )の場合、同じ正数が計算される。

���� # �の場合、

�% /� $ 	
�& # �%
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# ����� $
����

���
���

�

結果は、式  ����!右側が ���� # �の時と同じで

ある。
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��'�� １の補数表現

� # �の時、１の補数法に表される数範囲は左右

対称である。

式は：

� ���� � 	
�! � � �  ���� � 	
�!

	
� # �� # �
０に対して二つの表現があり、

))) � � � ) は正の )、 ��� � � � �は負の )をそれぞれ

表す。
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１の補数の値：

１の補数も２の補数に似た式がある。

� # ����� �
��� � 	
�! $
����

��� ���
�

例えば、４ビットの �)�)は値

� �� � �! $ � # �(を表す。

１の補数の導出は２の補数の導出より簡単で、

各ビットに対して同時に /�� # �� ��ブール補数

として計算される。
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��( 加算と減算

符号 "絶対値表現による加算と減算を行うとき、

大きさを表すビットだけが算術演算に関わり、符

号ビットが別に扱われる。
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符号ー絶対値数表現の桁溢れ問題：

計算結果として、上げ桁溢れ %�	���"���& 借り桁

溢れ %�����5"���&）がオーバフローを示す。

� ���� ��

� ����� �

����������������������

� ����� � ������	
�

最終結果は正数（２つの正数の和）になるが、４

ビットによる大きさが �+の代わりに１になって

しまった。なぜなら、 � # �+ ��� �* だから。
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補数表現の桁溢れ：

補数表現法において、符号桁も含めたすべての桁

が加算や減算に参加する。

このような数系においてオーバフローの判断には

上げ桁溢れが要らない。

例として、２の補数法で� # �-と 
 # �+の加

算を表すと、

����� ��

������ ��

����������������������

������ � ��		
���
 ��
 �� ���	����
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上げ桁溢れが切り捨てられたが、オーバフローに

ならない。

事実上に、符号が違う 3と 6との加算につい

て、桁上げがあるかどうかに関わらず、オーバフ

ローは生じない。
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二つの例：

����� �

������ ���

����������������������

����� �� �� ��		
���
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桁溢れの条件：

もし、 3、 6が同じ符号を持って、また、結果の

符号が二つの演算数のと異なるならば、オーバフ

ローが発生する。

例えば、

����� ��

������ ���

����������������������

������ �� ��		
���
 ��� ���	����
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１の補数の桁溢れ補正：

１の補数法において、桁溢れは補正が必要であ

る。例えば、正数 3と負数�
 の加算を１の補

数で表現した場合、

� $  �� � 	
�!� 
 #  �� � 	
�! $  � � 
 !

であり、� � 
 ならば� � 
 を得る。 ��は、

桁溢れビットである。これは、最終結果が長さ �

のレジスタに収められるので、切り捨てる。
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結果として、  � � 
 � 	
�!で、必要な補正は、

�
�を加えることによって行われる。たとえば

����� ��

������ ��

����������������������

� �����

��		��
��� � � ���

����������������������

����� �

生成された �	���"���が ���"	����� �	���と呼

ばれる。
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もし �	���"���がなければ、補正が必要ない。

この場合は、� � 
 なら、結果は負数

� 
 ��!である。

 �� � 	
�!�  
 ��!で表現する。

����� �

������ ���

����������������������

����� �� �� ��		
���
��� ��		��
���

どの補数法においても、減算� � 
 は 6の補数

を 3に加えることによって実現される。
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加算に必要な回路：

１の補数法場合、これが /
 と 3の加算、すなわ

ち、� � 
＝�＋ /
 である。

２の補数法においては、� � 
 # � $  /
 $ 	
�!

を実行する。 �
�が２進加算器に入力することに

よって。この演算はただ一つの加算器の演算が必

要となる。
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��* 算術シフト演算

負数を表現するための３つの方式を区別するもう

一つ方法は、与えられた数の左、右への無限の数

列を考えることである。

符号 "絶対値方法により、絶対値 ����1���1��が無

限の連続と見られる。

���)1)1�����1���1���1)1)1���

任意の演算結果により前置きが０でない場合、

オーバフローが引き起こす。
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基数補数における無限の拡張は

�������1����1�����1���1���1)1)1���
となり、ここで ����は符号桁である。

最後、減少基数補数において、拡張は次のように

なる。

��� ����1����1�����1���1���1����1����1� ��
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%例 ��,&

２の補数法により数列 �)���1��)���)1と

���)���))が全部数値�(を表している。

同様に１の補数法により数列

�)�)�1��)�)��1と ���)�)���も全部数値

�(を表している。
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%例 ��0&

２の補数法において

�����))�)�� # $(� # )�)�)� # $�)

�����))�)�� # $(� # )))�)� # $�

�������)��� # �(� # �)��)� # ��)

�������)��� # �(� # ���)�� # �-
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１の補数法において

�������)�)� # �(� # �)�)�� # ��)

�������)�)� # �(� # ���)�� # ��

算術シフト演算は乗算と除算アルゴリズムのため

とても役に立つ。

%第 �章 終&


